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Los métodos Biplot

LOS METODOS BIPLOT

T1. INTRODUCCION

Un BIPLOT (GABRIEL, 1971) es una representacion grafica de datos
multivariantes. De la misma manera que un diagrama de dispersién muestra la
distribucién conjunta de dos variables, un BIPLOT representa tres o mads
variables. (GABRIEL y ODOROFF, 1990).

El BIPLOT aproxima la distribucién de una muestra multivariante en un
espacio de dimensién reducida, normalmente de dimensién dos, y superpone
sobre la misma representaciones de las variables sobre las que se mide la
muestra (GOWER 1996). Las representaciones de las variables son normalmente
vectores, y coinciden con las direcciones en las que mejor se muestra el cambio

individual de cada variable.

El prefijo "bi" se refiere a la superposicién, en la misma representacién, de

individuos y variables.

Los biplots son ttiles para describir graficamente los datos o para mostrar los

resultados proporcionados por modelos mds formales.

La forma mds sencilla del biplot es un diagrama de dispersién en el que los
puntos representan a los individuos, y los dos ejes a las variables. Cuando
tenemos 3 o mds variables las cosas se complican y, en general, las

distribuciones multivariantes son dificiles de visualizar.

Desde el punto de vista del usuario, los biplots serdn importantes porque su
interpretacion se basa en conceptos geométricos sencillos, que forman parte de

la cultura matemadtica de los potenciales usuarios, a saber,

- La similitud entre individuos es una funcidon inversa de la distancia entre los

mismos, sobre la representacién biplot.
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- En determinados tipos, las longitudes y los dngulos de los vectores que
representan a las variables, se interpretan en términos de variabilidad y

covariabilidad respectivamente.

- Las relaciones entre individuos y variables se interpretan en términos de
producto escalar, es decir, en términos de las proyecciones de los puntos

"individuo" sobre los vectores "variable".

Consideremos el siguiente ejemplo, adaptado de GABRIEL y ODOROFF (1990)
en el que consideramos tres variables, el nimero de nidos de cigiiefia, la tasa de

nacimientos y el consumo de electricidad per capita.

Afio Nidosde |Tasade Consumo de
Cigiiefias | Nacimientos | Electricidad

53 177 17,9 701
54 210 17,3 779
55 217 17,3 849
56 214 17,2 867
57 199 16,8 909
58 186 16,5 962
59 165 16,3 1042
60 145 16,6 1153
61 135 16,6 1270
62 154 16,7 1435
63 121 17,6 1584
64 111 17,7 1725
65 106 18,0 1916
66 101 18,4 2069
67 87 16,8 2227
68 73 15,3 2438
69 65 14,6 2709
70 60 14,4 3197
71 54 15,2 3358
72 51 15,2 3667
73 45 14,3 3763
74 40 14,1 3701
75 39 14,2 3871
76 37 12,9 4289
77 35 12,2 4533

Tabla 1: Datos tomados de GABRIEL y ODOROEFF (1990)

Supongamos que nos limitamos, inicialmente, a las dos primeras variables. De
la tabla de datos podemos observar como, a medida que pasa el tiempo, se
produce una disminucién en ambas variables. Solo en los afios desde el 63 al 66
parece que se detecta un incremento local de la tasa de nacimientos, que

modifica la tendencia general.
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El diagrama de dispersiéon de la figura siguiente muestra la situacién de los

distintos afios para las dos variables consideradas.
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Figura 1: Diagrama de dispersién para el nimero de nidos y la tasa de
nacimientos.

La interpretacién del diagrama de dispersién es simple, los afios con perfiles
similares aparecerdn préximos en la representacién, por ejemplo, los afios 54, 55
y 56 aparecen préximos en el plano, lo que significa que los valores en ambas
variables son muy similares. El incremento local de la tasa de nacimientos se
muestra claramente en el gréfico, lo mismo que la disminucién progresiva en el
nimero de nidos de cigiiefia. Proyectando cada punto sobre los ejes de
coordenadas obtenemos el valor individual de cada una de las variables.

En general, los biplots para un mismo conjunto de datos no son tnicos. Por
ejemplo, si cambiamos los ejes de la representacién, tenemos la misma
aproximacién de la matriz. Como veremos a lo largo del desarrollo del tema, de

todas las representaciones posibles elegimos una que tenga propiedades
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interesantes desde el punto de vista del andlisis de datos. Veamos una de estas

representaciones en el grafico siguiente.
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Figura 2: Representacién biplot exacta para el niimero de nidos y la tasa de
nacimientos.

Tenemos ahora dos ejes oblicuos que representan a las variables originales, en
lugar de los ejes perpendiculares del diagrama de dispersién. Sobre los ejes se
han colocado escalas relacionadas con la media y la desviacién tipica de cada
una de las variables. El punto de cruce de los dos ejes se corresponde con los
valores medios, las distintas marcas se colocan tomando mdultiplos de la

desviacién tipica.

La interpretacién es la misma que en los diagramas de dispersién, proyectando
perpendicularmente cada afio, sobre cada uno de los ejes oblicuos que
representan a las variables, se obtiene el correspondiente valor de la variable

interpolando en la escala.
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Por ejemplo, para el afio 1953 se tuvieron 177 nidos de cigliefias y una tasa de
nacimientos de 17,9. La figura siguiente aproxima los valores mediante las
correspondientes proyecciones. Como se trata de una representaciéon exacta, las
pequefias diferencias que se observan son efecto de la manipulacién del grafico

utilizando programas de ordenador.

66
cos 44.59° = 0.712 165

+64

T67 63

Nacimientos
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58 + 54
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Figura 3: Interpretacién de la proyecciones y del coseno del dngulo entre
variables en la representacion biplot exacta para el nimero de nidos y la tasa de
nacimientos.

Para el afio 1974 los valores son 40 y 14.1 respectivamente, que también se
obtienen sin problemas en la representaciéon biplot. Mediante la proyecciones
para obtener los valores, es posible mostrar la evolucién temporal simultdnea

entre ambas variables como se muestra en la figura siguiente.
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Figura 4: Evolucién temporal simultdnea en la representacién biplot exacta para
el niimero de nidos y la tasa de nacimientos.

Queda por contestar una pregunta importante ;Por qué seleccionamos ejes

oblicuos que parecen mds dificiles de interpretar que los perpendiculares?.

La primera razén es porque el dngulo tiene interpretacién en términos de
correlacién lineal, concretamente, el coseno del dngulo que forman los dos
vectores es la correlacién entre las variables (La pequefia diferencia con la
obtenida de los datos, 0,726, se debe sélo a la precisién del instrumento de
medida en el programa informadtico). Entonces, si los vectores son casi
perpendiculares, el coseno del dngulo es préximo a cero y, por tanto, las
variables son independientes, si el dngulo es cercano acero las variables
presentan una correlacién positiva alta y si el d&ngulo es préximo a 180 grados,
la correlacién es negativa y alta. Cuando hablamos de dngulo nos referimos al

que forman vectores en las direcciones crecientes de ambas variables.

A pesar de utilizar ejes oblicuos, conservamos la informacién sobre la relacién,

pero centrada ahora en la representacion de las variables. Incluso la tendencia
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no lineal que se observaba en el diagrama de dispersién se muestra también en

la figura 4 de la tendencia temporal.

La segunda razén, y quizds la mas importante, es que, si se dispone de tres
variables, la representacion mediante ejes perpendiculares solo es posible en
tres dimensiones, mientras que, como veremos a lo largo del tema, es posible

obtener representaciones aproximadas mediante ejes de esta forma.

Supongamos que afiadimos ahora la tercera variable, es decir, necesitamos tres
ejes. La representacién que proporciona el programa SYSTAT aparece en la

figura siguiente.

La primera conclusién es clara. El gréfico es dificil de leer. Si tuviéramos cuatro

variables serfa imposible representarlas.

N

Figura 5: Diagrama de dispersién tridimensional para el nimero de nidos, la
tasa de nacimientos y el consumo de electricidad.

A pesar de que el grafico es dificil de interpretar, pone de manifiesto una
caracteristica importante de los datos, los datos se encuentran précticamente

sobre un plano (que se ha marcado en la figura). Parece entonces que seria
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posible una representaciéon plana con una minima pérdida de informacién.

Tales representaciones planas son los biplots que estudiamos a continuacién.

La proyeccién sobre una representacién plana se debe a que las variables no
tienen informacién independiente, ya que estdn altamente relacionadas. La

tabla siguiente muestra la matriz de correlaciones simples.

Correlation Matrix
Nidos Nacimientos Consumo elect.

Nidos 1,000 ,726 -,940
Nacimientos ,726 1,000 -,855
Consumo elect. | -,940 -,855 1,000

25 observations were used in this computation.

Tabla 2: Correlaciones entre las variables.

La figura siguiente muestra una representaciéon plana de las tres variables en la
que se incluyen 3 ejes oblicuos para las variables estudiadas. El biplot contiene
el 98.88% de la informacién sobre la variabilidad en los datos, es dedir,
podemos interpretar las posiciones de los puntos con pérdida de informacién

minima.
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Figura 6: Representacion biplot para el nimero de nidos, la tasa de nacimientos
y el consumo de electricidad.

La interpretaciéon es andloga a la anterior. La proximidad entre puntos se
interpreta en términos de similitud, el dngulo en términos de correlacién y las
proyecciones de los afios sobre las variables permiten obtener, de forma

aproximada, los valores de la matriz de datos.

Por ejemplo para el afio 53 los valores de las variable son 177, 17.9 y 701 para
nidos, nacimientos y consumo de electricidad respectivamente. Los valores se

aproximan perfectamente sobre el grafico como puede apreciarse en la figura 6.

Obsérvese también la proximidad entre las correlaciones y los valores de los
cosenos de los dngulos. Ahora, las diferencias entre unos y otros se debe a la

aproximacion a rango menor.

11
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La figura siguiente muestra la evoluciéon temporal, similar a la del biplot para

dos variables.
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Figura 7: Evolucién temporal sobre la representacién biplot para el ntimero de nidos,
la tasa de nacimientos y el consumo de electricidad.

En la préctica, no se suelen colocar las escalas ya que, si el niimero de variables
es muy grande, el grédfico seria dificil de ver. La representacion habitual
muestra las variables representadas como vectores, cuya longitud aproxima,
por ejemplo, la desviacién tipica. La figura siguiente contiene la representacion

habitual con vectores.

12
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Figura 8: Representacién habitual de un biplot en la practica.

Tras la exposicién intuitiva de los conceptos fundamentales pasamos a un desarrollo

mads formal de los métodos biplot.

13
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T2. DEFINICION Y OBTENCION DE MARCADORES

T2.1 DEFINICION

Sea anp la matriz de datos que queremos representar’. Las n filas
corresponden, generalmente, a n individuos y las p columnas a p variables mediadas
sobre los individuos, aunque pueden representarse otro tipo de matrices en las que las
tilas y las columnas corresponden, por ejemplo, a los niveles de dos factores de

clasificacion.

Un Biplot para una matriz de datos X es una representacién grafica mediante

marcadores (vectores) 81, 8y - 8y Paralas filasde X y hy, hy, ... , h para las

P

columnas de X, de forma que el producto interno giT h]- aproxime el elemento Xjj de

la matriz de partida tan bien como sea posible.

Si la representacion es en dimensién 2, cada uno de los marcadores tiene dos

coordenadas, las del punto que representa a fila o a la columna en el biplot.

Si consideramos los marcadores gy, gy, .-, 8, como filas de una matriz G y

los marcadores y hyq, h,, ...... , h_ como filas de una matriz H, entonces podemos

P
escribir
X= GH!
donde el simbolo = significa que X se puede aproximar con el producto de la
derecha.

La estructura de la matriz X puede visualizarse representando los marcadores en un

espacio euclideo, usualmente de dos o tres dimensiones.

' En general, denotaremos con letras mayusculas en negrita a las matrices de datos, con minusculas negritas a los
vectores y con minusculas sin negrita a los escalares.

14
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T12.2 BIPLOT EXACTO PARA UNA MATRIZ DE RANGO 2

Si la matriz X es de rango 2, es posible realizar una representacién exacta en dos

dimensiones, en otro caso, la representacién es s6lo una aproximacion.

BRADU y GABRIEL (1978) describen, en la revista Technometrics, un ejemplo

aclaratorio simple que pone de manifiesto estas relaciones.

Supongamos que tenemos la siguiente descomposicién para una matriz X:

X = G H
2 2 -4 2 2
2 11 —31 ) 2 11 . 0 _]
0 -1 I3 0 -1510 1 _
1 1 1
I A )

A partir de esta descomposicién los marcadores para las filas serdn:

g,=2 2 g,=2 1) g,=(0 -13) g,=(-1 -]

h1=(1 1) h2:(0 ) h3:(—1 - 1)

La representacion de los marcadores en un espacio euclideo aparece en la figura

siguiente:

15
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| | g3 | | |

-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

Figura 9: Representacién de los marcadores para filas y columnas de una matriz de datos en un espacio
euclideo bidimensional.

-1.5

Consideremos, como ejemplo, la tercera columna de la matriz X. Su marcador h3 con

coordenadas (-1, -1) corresponde al vector desde el origen a ese punto. Su longitud es

aproximadamente 1.4. Para visualizar los elementos de dicha columna, se ha dibujado

la linea recta a través del vector hj y se indican las perpendiculares sobre ella de cada
uno de los marcadores g. Por tanto, los elementos xj3 pueden reconstruirse midiendo
la distancia desde el origen hasta el pie de la perpendicular de g; sobre la recta de hj.
Por ejemplo, la distancia a las perpendiculares de g3 y g4 es aproximadamente 1.08 en

la direccién de h3 y asf la representacion grafica muestra

X33 = X34 =+1.08x1.4=1.512

16
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que difiere del verdadero valor 1.5 solo por imprecisiones del dibujo y de la medida.

Igualmente, las distancias de los pies de las perpendiculares de g; y gy son

respectivamente 2.84 y 2.13 en la direccién opuesta a h3 y asi la representacion

muestra

X13 =-284x1.4=-3.976

X23 =-213x1.4=-2.982

que, una vez mads, difieren muy poco de los verdaderos valores.

Evidentemente, el orden de los pies de las perpendiculares sobre la linea que pasa por
hj,

1.08 =1.08 >-2.13>-2.84 (3° 4° 2° 1°)
es el mismo que el de los elementos de la tercera columna
X33 =X43 > X23 > X13
El resto de las columnas, o filas, pueden visualizarse de la misma manera.

Pueden representarse también en el Biplot combinaciones lineales de filas y columnas.

En particular, se pueden representar las medias de los marcadores fila o columna

g.=(1/n)Y; g h, =(1/n) 3 hy

17
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y usarlos para las siguientes representaciones de productos escalares:

Media de una columna

Xoj =8l
Media de una fila

Xje = 8i he
Media total

Xoo = go’ h,

Una vez mads, la factorizacién de estos productos escalares muestra que las medias de

columnas Xeoj (j=1, ..., p) estdn ordenadas como las proyecciones de los marcadores
columna h]- sobre el marcador fila medio g, (es decir, reproduce el orden de las

medias). Andlogamente, las medias de filas x;4 (i =1, ..., n) estdn ordenadas como las

proyecciones de los marcadores fila g; sobre el marcador columna medio h,.

En el biplot de la figura, se ha representado la linea que pasa por el origen y el

marcador medio de las filas go. (El marcador medio de columnas h4 coincide con el

origen en este ejemplo). Se han indicado las perpendiculares de los marcadores

columna h; sobre la linea que representa a g,. Por tanto la media x4 de la primera

J

columna se obtiene midiendo 0.8 desde el origen hasta g, asi como 0.94 hasta el pie de

la perpendicular desde hq, y multiplicindolos para obtener

Xe1 = 0.8x0.94 = 0.75

con una precisién razonable.

El orden de las medias de columnas es el mismo que el de las proyecciones de sus

marcadores h sobre la linea que pasa por ge. Es, por consiguiente, ttil pensar en la

18
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direccién desde el origen hasta el marcador medio de filas go como la direccion positiva

entre columnas .

Definiciones andlogas de la direcciéon desde el origen hasta el marcador medio de

columnas h 4 hace que ésta sea la direccién positiva entre filas. Sin embargo, en ejemplo

que se muestra en la figura, h, coincide con el origen de forma que no hay direcciéon

positiva de las filas. Naturalmente como todas las medias de filas de esta matriz

particular son cero, la direccién no puede definirse para este biplot concreto.

También pueden representarse los “efectos” fila y columna y los “residuales de

interacciéon” mediante productos escalares de la siguiente forma

Efectos columna :

Xo]' “Xeeo = go’ (h] - ho)

Efectos fila:
Xie " Xoo = (g1 - go)’ h,

Residuales:

Xz -

1

Xz

je ~ Xo]' T Xeo = (g1 -8e) (h] -h,)

De la figura se puede obtener, por ejemplo,
Xe3-Xee =-1.45x0.8=-1.16

mediante las medidas tomadas del biplot. Este valor es muy cercano a la diferencia

exacta tal y como se obtendria directamente de la matriz X.

19
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T12.3 UNICIDAD DE LA REPRESENTACION Y METRICAS ASOCIADAS

La descomposicién realizada, en general, no es tnica. De hecho hay infinitas
descomposiciones de esta forma y sus representaciones difieren. Obsérvese que si
rotamos y reescalamos, por ejemplo, la configuraciéon en un biplot particular,
seguimos teniendo los mismos productos escalares y, por tanto, una representaciéon

biplot que también es valida.

M4ds formalmente, si en lugar de realizar la descomposicién

X=GH’

la sustituimos por

X = (GR’) (HR"1)’= AB'

para cualquier R no singular, cuadrada y no necesariamente simétrica, seguimos

teniendo una descomposicién biplot vdlida.

Para que la representacion sea ttil necesitamos imponer una métrica de forma que la
descomposicién y el biplot resultantes sean tinicos. La eleccién de distintas métricas
haréd posible que la representacion tenga diferentes propiedades, por lo que la eleccién
de métricas distintas nos puede ayudar a poner de manifiesto diversos aspectos

relevantes de los datos.

Supongamos que la factorizacién se elige de tal forma que se verifique la siguiente

restriccion:

20
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Esto es equivalente a escribir:

XX =(GH)HG)=GG’
es decir, para un par de filas x; , x;» de X

1771

4 — -, .
Xi Xy =8 &’

[ Ixgl 1= 11g;l

cos(xi , xir) = cos(gi ’ gi')

y también:

||Xi-Xil| | = | |g1-gll||

Se verifica ademads

X (XX)X=HH’

para cualquier inversa condicionada de X X’, y esa es la matriz proyeccién sobre el

espacio de la filas de X. (GRAYBILL, 1983). Asi el producto escalar de dos vectores h

es el de las correspondientes columnas de X con cualquier métrica del tipo (XX’)".

De la misma forma podemos imponer la restriccién de que

G'G=I,

21
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conloque X (X'X)"X"=G G’ para cualquier inversa condicionada (X'X)” de XXy

también

X' X=HH

En general, si en el espacio de las filas consideramos una métrica Mg

XMpX =G G’

debemos elegir H teniendo en cuenta que

XMgX =(GH)Mg (GH)Y =GH' MgH) G’ =G G’

es decir H debe verificar

H MpH=1,

y cualquier inversa condicionada (X Mg X’)” puede servir como métrica para el

espacio de las columnas con

X" (X Mg X)"X=HH’

Andlogamente, para cualquier métrica M, elegida en el espacio de las columnas, G

debe verificar:

G'McG=1I,

Ast:

22
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X'McX=HH

X (X'McX)" X' =G G’

para cualquier inversa condicionada (X" M X)™.

O sea, el biplot puede ser tinico, salvo rotaciones, introduciendo una métrica en el

espacio de las filas o en el de las columnas.

Una factorizacién particularmente interesante, es la que satisface :

X' X=HH

que es muy util si las filas de X representan individuos y las columnas representan

variables. Si las variables estdn centradas, el producto X’ X es proporcional a la

matriz de varianzas-covarianzas estimada y el producto escalar de las filas h; de H

J

representa las covarianzas; el cuadrado de la longitud de los vectores h; representa las

J

varianzas. Los cosenos entre esos vectores representan las correlaciones entre las

variables a las que representan. (GABRIEL, 1981).

T2.4 BIPLOT PARA UNA MATRIZ DE RANGO MAYOR QUE 2

Si la matriz de partida es de rango tres puede representase de manera exacta en el
espacio siguiendo el mismo procedimiento que para una matriz de rango dos; es decir,

si X es de rango tres, existen G y H tales que
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anp =Gnx3 H’3xp

o o
verificdndose que Xjj = 8 h:.

J

A tales representaciones tridimensionales se las ha denominado BIMODEL para
distinguirlas de las bidimensionales, aunque tal vez seria mds adecuado denominarlas

simplemente “Biplots Tridimensionales” como hace GOWER (1990).

Si la matriz es de rango mayor que 3 ya no es posible visualizarla de forma directa, por
lo que serd necesaria una aproximacién en rango menos, y las igualdades de los

apartados anteriores en relacién a las métricas, se convierten ahora en aproximaciones.

T12.5 APROXIMACION DE UNA MATRIZ POR UNA DE RANGO INFERIOR: LA
DESCOMPOSICION EN VALORES SINGULARES.

Si conseguimos aproximar la matriz X de rango r por otra de rango dos X;) y esa

aproximacion es satisfactoria, el Biplot de X,y puede resultar ttil para representar a la

matriz X.

En este caso el producto escalar de los marcadores representa a X s6lo

aproximadamente.

Se trata de buscar una matriz X(»\ de rango dos ue sea lo més préxima posible a X
(2) & Yq P P

en el sentido de los minimos cuadrados; mds generalmente, se trata de buscar una

matriz X(s) de rango s que minimice

Zi Z] (Xij - X(s)ij)2 = traza {(X - X(s)) (X - X(5))'}
para todas las matrices X(g) de rango s o menor.
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El método mds conocido para aproximar una matriz a bajo rango es el propuesto por
ECKART y YOUNG (1936, 1939) que puede encontrarse también en HOUSEHOLDER
y YOUNG (1938), GABRIEL (1971), GREENACRE (1984) y en muchos otros autores.

Si tenemos la DVS® de la matriz X = U D V', la mejor aproximacién en rango s, X(s)
, de X viene dada por

Xs) = Us) D) Vig) = 2 Sk=1 O e Vi’ (1.2.2)

nxp nxs SXS SXp

donde, U(g) y V(q) son las matrices construidas con las s primeras columnas de U y

V' respectivamente, mientras que D) es la matriz diagonal que contiene los s

mayores valores singulares de X.

Este resultado puede verse, por ejemplo, en ECKART y YOUNG (1936, 1939),
HOUSEHOLDER y YOUNG (1938) 6 GREENACRE (1984) y un algoritmo para el
célculo puede verse en GOLUB y REINSCH (1971) .

Como la suma de cuadrados de los elementos de una matriz X es igual a la traza de

(XX’), tenemos que las sumas de cuadrados de los elementos de X, X(s) y X- X(s)

son respectivamente

La descomposicién en valores singulares (DVS) de una matriz es la descomposicién de la matriz como
producto de tres matrices de forma e interpretacién geométrica simples. El teorema fundamental es que
cualquier matriz real X nxp puede expresarse como

X=U D V’=Zrk:1 ockukvk’

donde: D es una matriz diagonal de nimeros positivos o, ..., o r es el rango de X (r < min(n, p)).

r 7
U'U=V"V =1, esdecirla columnas de Uy V son ortonormales.

Los valores ap , k=1, .., r se denominan valores singulares de A , mientras que los vectores uj y
v son llamados vectores singulares por la izquierda y por la derecha respectivamente. Las columnas

de U son los vectores propios de XX'y las columnas de V los vectores propios de X'X.
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r
2
2 0
k=1
S
2
2 0
k=1
r
2
2 0
k=s+1

Asi, una medida, tradicionalmente usada de la calidad de la aproximacién de X

mediante X4), viene dada por el porcentaje de la suma de cuadrados de X que se

consigue explicar con la aproximacion:

T2.6 Eleccion de los marcadores para la construccion del Biplot

La eleccién de los marcadores de filas y columnas a partir de la aproximacién a bajo
rango obtenida, puede hacerse de infinitas maneras; por esta razén varios autores
proponen distintas elecciones y estudian sus propiedades de acuerdo con la
factorizacién elegida, si bien, la interpretacién del biplot en base a los productos

escalares se mantiene sea cual sea la factorizacion.

Comenzaremos con la descripciéon de las propiedades de los biplots cldsicos de
GABRIEL (1971) y las modificaciones introducidas por GALINDO (1986) para pasar

después a analizar sus propiedades.

La forma usual de elegir los marcadores consiste en realizar la descomposicién

26



Los métodos Biplot

G=UDY H=VDILlY

GABRIEL (1971) propone diversas elecciones de y a las que da diversos nombres y

para las cuales demuestra algunas de sus propiedades.
Con y =1 obtenemos

G2)=U) D(2) Hio)=V(2)

Se verifica que H H =1, y tenemos el JK’-Biplot 6 RMP-Biplot (Row Metric

Preserving).
Con y = 0 obtenemos

G@2)=Up) H2)=V(2) D(2)

Se verifica que G’ G =1, vy tenemos el GH'-Biplot o CMP-Biplot (Column Metric

Preserving).
Con y=1/2 obtenemos

Gy =Up D) Ho) = Vo) D)

Se verifica que G’ G =1, y tenemos el SQRT-Biplot o biplot simétrico.

T12.7 EL BIPLOT DE COMPONENTES PRINCIPALES
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Si os datos originales estdn centrados por columnas, la matriz X'X es proporcional a la
matriz de covarianzas S = X'X /(n-1). GABRIEL (1971) propone lo que denomina
biplots de componentes principales en el que ajusta los marcadores para que estén

directamente relacionados con el Andlisis de Componentes Principales.

Por ejemplo, para el CMP-Biplot toma como marcadores,

1
Ge)=vn-DUp  Hp=—7=Ve)De

La utilidad consiste en que este biplot conserva la métrica de las columnas, en el
sentido de que, en dimensién completa, los productos escalares de los marcadores de
las columnas son iguales a los productos escalares de las columnas de X, que son las

varianzas y las covarianzas.

En lo que resta trabajaremos con datos centrados y el biplot de componentes

principales cuando sea adecuado, si bien, son posible otras transformaciones previas.

T3. PROPIEDADES DE LOS BIPLOTS

13.1 EL CMP-BIPLOT

Suponemos que los datos estdn centrados (se ha restado la media de cada variable) y
se han utilizado los reescalados oportunos para conseguir el biplot de componentes
principales, es decir, los marcadores para filas y columnas, en dimensién s, son los

siguientes:
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1
G =v(n-1) Us) He = T3 Vo Pe)

Las propiedades més relevantes son las siguientes:

1.- Los productos escalares de las columnas de la matriz X (X'X), coinciden con los
productos escalares de los marcadores H (HH'). Ademads, la aproximacién de los
productos escalares (varianzas y covarianzas), en dimensién reducida es 6ptima en el

sentido de los minimos cuadrados.

En efecto,

S=

X'X = 15 (GH'(G H') = 1;;HG' GH' =

(n -1) 1)
HU UH' =HH’

Ademads, se tiene que la descomposicién espectral de la matriz de covarianzas es

también su descomposicién en valores singulares
S= X'X = ——=VD*V’
(n XX= D )
luego, la mejor aproximacién de la matriz de covarianzas en rango s es

S=5) = V(s)D(s)D(s)V(s) = H(s)Hs)

(n )

que coincide con la que se obtiene en el biplot de la matriz X.

1.1.- La longitud al cuadrado de los vectores h; aproxima la varianza de la variable X,

por tanto, la longitud aproxima la desviacién tipica.

Es una consecuencia del apartado anterior teniendo en cuenta que el producto escalar

de un vector por si mismo es la suma de cuadrados de sus elementos y que los

elementos de la diagonal de S contienen las varianzas s; de cada una de as variables.
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Las coordenadas para las columnas marcan entonces la unidad en la escala de
prediccién en términos de la desviacion tipica, es decir, para un punto fila que se
proyecte exactamente sobre el punto columna, se tendria una prediccién igual a la

desviacion tipica de la variable correspondiente.

1.2.- El coseno del dngulo que forman dos marcadores columna aproxima la

correlacion entre las variables.

Basta tener en cuenta que,
h{h; =[] ;] cos(hs, by)
por tanto,

ihj s
= = 1‘1]
Il ||~ sisi

cos(h; ,hj ) =

2.- La distancia de Mahalanobis entre dos filas de X coincide con la distancia euclidea
entre dos marcadores fila. En dimensién reducida se consigue, entonces, una

aproximacién de la distancia de Mahalanobis.

Cada elemento x;; de la matriz X puede escribirse como
Xj = gih;

de forma que cada fila x; de X, puede escribirse como
xj=Hg;

La distancia de Mahalanobis entre dos filas x; y x; de X, puede aproximarse como
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85 = (x;—x;) S (x; -x)) = (H g;—H g}’ S (H g;—H g;) =
| o
(8i—gj) H'S™ H(gi-g)=mp(si-g)) DV’'S 'VD(g; - g) =
= _(nl_l)(gi -gj) DV (n-1(V D2V’ V) D(g; - gj) =(8i — 8j) (8i — &)

En dimensién reducida se tiene que,
2 re—1 — ’
8j = (xi—x)" S " (xi —xj) = (8 — 8;) (8 — &;)

Obsérvese que, para simplificar la notacién, hemos denotado con g; tanto los

marcadores en el espacio completo como los marcadores en el espacio de dimensién

reducida.

La propiedad podria haberse enunciado en términos de los productos escalares

calculados con la métrica asociada a la inversa de la matriz de covarianzas de la forma

XS7'X = GG’

consiguiéndose, en dimensién reducida, una aproximacién del producto escalar con la

métrica de Mahalanobis.

4.- E1 CMP-biplot proporciona una mejor aproximacion para las varianzas covarianzas

que para el producto escalar en la métrica de Mahalanobis.

Sabemos que la calidad de la representacion global para los elementos de la matriz es

de la forma

k=L /100
> o
k=1

Como ya vimos, la matriz de varianzas-covarianzas puede escribirse de la forma
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__1 v 1 2x7r
S_MXX_(I‘ITDVDV

de donde se deduce que si realizamos una aproximacién a bajo rango como

— _ 1 , ,
S=S() = mon Vo) Pis)Ps) Vis) = His)Hs)

tenemos una bondad del ajuste para la aproximacién de las varianzas-covarianzas de

Mo
Q
e
-

1 x100

-

w
I M=
Q
PR

que es mayor que la obtenida para los elementos de la matriz original.

Para las filas de la matriz X, la situacion es diferente. La suma de cuadrados de los

elementos de XS™'X es r (el rango de X, que generalmente es p), si aproximamos en

dimensién s mediante
-1 ’
XS X = G)Gy)
La suma de cuadrados (explicada en la aproximacién) de G(5)G(s) es precisamente s,
luego la bondad del ajuste de la aproximacién de los productos escalares en la métrica
de Mahalanobis es s/r, que es mucho menor que la anterior.

Esta es la razén por la que a esta forma de biplot se la suele denominar Biplot que

preserva la métrica de las columnas.

13.2 EL RMP-BIPLOT
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Suponemos que los datos estdn centrados. Los marcadores para filas y columnas, en

dimensién s, son los siguientes:
Joo =UePe K =V

Las propiedades més relevante son las siguientes:

1.- Los productos escalares, con la métrica identidad, de las filas de la matriz X,
coinciden, en el espacio completo, con los productos escalares de los marcadores
contenidos en J. La aproximacién de dichos productos escalares en dimension

reducida es 6ptima en el sentido de los minimos cuadrados.

En efecto:
XX'=JKKJ=JVV])=]7J

Ademads, se tiene que la descomposicién espectral de la matriz de productos escalares

entre las filas es también su descomposicién en valores singulares
X X' =UD*U’
luego, la mejor aproximacién en rango s es
XX =U) Dy Ugg) =)

que coincide con la que se obtiene en el biplot de la matriz X.

1.1.- La distancia euclidea entre dos filas de la matriz original de datos coincide, en el

espacio completo, con la distancia euclidea entre los marcadores J. Se obtiene,

? Hemos modificado la notacion para las coordenadas de filas y columnas, haciendo referencia explicita al nombre
del biplot, de forma que despue’s podamos referirnos a cada conjunto de coordenadas separadamente. La
aproximacion de la matriz de datos es, entonces

X = X(s) = Jis)Ks)
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entonces, en dimensién reducida, una aproximacién de la distancia euclidea entre las

tilas, mediante coordenadas principales.

Es una consecuencia directa de la anterior.

2.- Los marcadores para las filas coinciden con las coordenadas de los individuos en el

espacio de las componentes principales.

Basta tener en cuenta que si V es la matriz que contiene los vectores propios de la
matriz de covarianzas, entonces, las coordenadas sobre las s primeras componentes

principales pueden escribirse como
XV(s) = UDV' V) =U()D(s) =J5)

Esta propiedad implica que podemos estudiar las similitudes entre los individuos con

pérdida de informacién minima, siempre que la distancia euclidea sea adecuada.

3.- La coordenadas para las columnas son las proyecciones de los ejes originales (base

candnica en el espacio p dimensional) en el espacio de las componentes principales.

Basta tener en cuenta que las coordenadas de los vectores que forman la base canénica
forman la matriz identidad I, y la proyeccién de las mismas sobre el espacio de las

componentes principales es
Ip Ve = Vo) = Ks)

Las coordenadas para las columnas marcan, entonces, la unidad para las escalas de
predicciéon similares a las que explicamos en el ejemplo previo. Esta propiedad
permite interpretar las coordenadas como correlaciones entre loas variables originales

y los ejes.

4.- La similitud entre las columnas se aproxima utilizando como métrica la inversa de

la matriz de dispersién entre los individuos.
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No demos tramos la propiedad ya que dichas distancias no tienen interés préctico, por

otra parte, ya no es posible interpretar los d&ngulos en términos de correlacion.

5.- La calidad de la representacién es mejor para las filas que para las columnas.

Los razonamientos, cambiando filas por columnas, son completamente andlogos a los

del CMP-Biplot por lo que no los repetimos aqui.
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T4. EL HJ-BIPLOT

Como hemos comprobado en apartados anteriores, las representaciones son
asimétricas en el sentido de que no obtienen la misma calidad de representacién para
las filas y para las columnas de la matriz de datos. Cuando el propdsito es la
aproximaciéon de los elementos de la matriz original, los biplots presentados son
Optimos, ademds en cada uno de ellos es posible representar con mejor calidad las
caracteristicas de las filas o de las columnas, cuando se quieren interpretar por

separado.

Cuando las filas y las columnas son importantes en si mismas, y se quieren interpretar
las caracteristicas de ambas manteniendo cierta relaciéon entre las mismas, son mas
tutiles las interpretaciones basadas en representaciones simétricas como el Andlisis
Factorial de Correspondencias en el que se interpretan las posiciones de las filas, las
posiciones de las columnas y las relaciones fila-columna a través de los factores, es

decir se realiza una interpretacién factorial.

El problema es que, el Andlisis de Correspondencias estd pensado solamente para
matrices de frecuencias. Serfa interesante disponer de una técnica simétrica similar,

pero aplicable a cualquier conjunto de datos.

GALINDO (1986) propone el que denomina HJ-biplot que responde a las

caracteristicas descritas en los parrafos anteriores.

T4.1 DEFINICION Y SELECCION DE MARCADORES

Un HJ-Biplot para una matriz de datos X es una representacién grédfica multivariante

mediante marcadores (vectores) 1, Jor v para las filas de X y hy, h,, ...... , h

4 ]n p
para las columnas de X, elegidos de forma que ambos marcadores puedan
superponerse en el mismo sistema de referencia con mdxima calidad de

representacion.

Partimos, también de la descomposicién en valores singulares
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X=UDV'
elegimos como marcadores

Js) =U)D)  He) = Vig)D(s)

T4.2 PROPIEDADES

Las propiedades generales del HJ-Biplot son las de los marcadores elegidos, afiadimos

aqui las propias relativas a las representaciones simétricas.

1.- Los marcadores fila y columna se pueden representar en el mismo sistema de

referencia.

En el contexto de las Correspondencias, GREENACRE (1986) basa esta afirmacién en
que ambas nubes estdn referidas a los mismos valores propios y al hecho de que

ambas nubes estdn relacionadas.

El que las nubes estdn referidas a los mismos valores propios es obvio, ya que los

valores propios de X’X y XX’ son los mismos.

Las relaciones entre las nubes son las relaciones baricéntricas similares a las del

Andlisis Factorial de Correspondencias, concretamente

Js) = U)D(s) = XV(5) = XX'U D) = XH(5) D)
H(s) = Vi5)D(s) = X'Ugs) = X'X V(o)D) = X’ J5)Die)

Es decir, las coordenadas para las filas son medias ponderadas de las coordenadas de
las columnas, donde las ponderaciones son los valores originales en la matriz X. Lo

mismo ocurre con las coordenadas de las columnas respecto de las de las filas.

* Las ecuaciones se han obtenido a partir de las relaciones que ligan los vectores propios en U y V.
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2.- Las calidades de representacion de filas y columnas son las mismas.

Esta propiedad ya ha sido demostrada cuando se valoré la aproximacién de los

correspondientes productos escalares con J y con H.

3.- Las propiedades del HJ-Biplot son las de los marcadores J y H detalladas en

apartados anteriores.

T5. INTERPRETACION DE RESULTADOS

T5.1 INTERPRETACION GENERAL

Los métodos factoriales gréaficos presentan los resultados en forma de diagramas de
dispersién, generalmente en un subespacio de dimensién 2, aunque la configuracién
original sea de dimensién mayor. Al proyectar se produce una pérdida de

informacién que puede distorsionar las configuraciones iniciales.

El primer problema a tener en cuenta es el nimero de dimensiones necesarias para
obtener una representacion adecuada en dimensién reducida. Debido a que la
obtencién secuencial de cada uno de los ejes de la representacién es idéntica a la
obtenida del ajuste conjunto de todos ellos, es posible elegir el nimero de ejes

necesarios después de realizar el cdlculo de la descomposicién en valores singulares.

En la literatura tenemos varios procedimientos que nos permiten la bisqueda del
numero de dimensiones necesarias para describir de forma éptima la nube de puntos.
Los métodos estdn descritos inicialmente para los Andlisis de Componentes

principales o de Correspondencias, pero pueden extenderse a los Métodos Biplot.

Supongamos que hemos seleccionado un niimero de dimensiones suficiente para

explicar correctamente el comportamiento de los datos.

U=xvD! V=XUD!
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La interpretaciéon de resultados en los métodos biplot clasicos fue detallada en el
ejemplo inicial y estd determinada después por las propiedades de cada una de las

representaciones particulares.

A modo de resumen, interpretaremos las distancias entre individuos como
disimilaridades entre los mismos, especialmente si los individuos estdn bien
representados; en un CMP-Biplot interpretaremos las longitud de los vectores que
representan a las variables en términos de variabilidad y los dngulos que forman dos
vectores en términos de correlacién; en un RMP-Biplot, no podemos hacer este tipo de
interpretaciones para las variables aunque las coordenadas, nos dardn una idea

aproximada de cual es la relacién con los ejes.

La relacién individuos-variables la estudiaremos a través de la proyeccién de los
puntos que representan a los individuos sobre los vectores que representan a las
variables, esto nos permite determinar cuales son las variables que mds diferencias

subconjuntos de individuos.

En la representacién HJ-Biplot la interpretacion de los individuos y las variables es la
misma, sin embargo, la bisqueda de las variables que determinan las diferencias entre
los individuos se realiza a través de los ejes factoriales, es decir, se interpretan las
nuevas variables, combinacién lineal de las de partida, y las relaciones de las mismas

con las variables observadas.

La medida de la relacién entre los ejes de la representacién biplot y cada una de las
variables observadas es lo que se denomina Contribucién Relativa del Factor al
Elemento (variable), que representa la parte de la variabilidad de cada una de las
variables explicada por el factor, y se interpreta de la misma manera que un
coeficiente de determinacién en regresion, de hecho, si los datos estdn centrados, es el
coeficiente de determinacion de la regresion de cada variable sobre el eje

correspondiente.
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Esta contribucién nos permitird saber cuales son las variables mds directamente
relacionadas con cada eje y, por tanto, nos permite conocer las variables responsables

de la colocacién de los individuos sobre las proyecciones en cada uno de los ejes.

Como los ejes se construyen para que sean independientes, la contribucién de cada
uno de ellos a cada variable es independiente, por tanto, es posible calcular la
contribucién de un plano sin mds que sumar las contribuciones de los ejes que lo

forman.

T5.2 CONTRIBUCIONES

Es f4cil ver que la suma de cuadrados de las coordenadas principales, tanto para filas
como para columnas, es igual al valor propio de la matriz de productos escalares

correspondiente, o al cuadrado del valor singular.

2 2
Y=o =4
~1
p

)

Jj =0 =4
Jj=1

para ello basta ver que
J’J=DU’UD = D’
H'H=DV'VD =D’

la situacién general puede resumirse, para las filas, en la tabla siguiente:
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ejes
1 ... I ... r suma
.2 2 ) )
L it - Ju - Jir =11k
: : 2 .2 .2 roo2
filas 1 Ji oo Jit e Jir k=1Jik
2 2 2 r 2
n Jnl oo JInl oo Jnr Zkzlfnk
2 2 2 n r 2 or 2
suma | & ... O ... O i=1 2 k=1Jik = Zk=1k

De esta forma, cada una de las coordenadas al cuadrado puede considerarse como la

contribucién absoluta a la variabilidad total o cada uno de los ejes.

Las contribuciones absolutas pueden convertirse en contribuciones relativas sin mds

que dividir por el total adecuado.

La cantidad
r .2
_ 2i=1Jik

o 2
2i=10

Se denomina, contribucién relativa a la traza del elemento (fila) i, y muestra la parte

CRT,

de la variabilidad total explicada por el individuo.

La cantidad

.2
Jil_
af

se denomina, contribucién relativa del elemento (fila) 7 al factor /, y muestra la parte de

CRE;F; =

la variabilidad del factor explicada por el individuo.

La cantidad
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.2
Jil

r )

k=1Jik

se denomina, contribucién del factor I al elemento (fila) 7, y muestra la parte de la

CRFE; =

variabilidad de cada uno de los individuos explicada por el factor.

De la misma forma es posible definir las contribuciones correspondientes a las

variables
ejes
1 ... 1 ... r suma
2 2 2 r 2
L thy oo hy oo by 2k=1hik
. 2 2 2 r 2
cols J |hp ... hy ... hj Di=1hk
2 2 2 r 2
)% hp21 hpzl hpzr Zk:;hpk S
r — r
sumad 061 al OC,, Ejpzlzkzlhjk —Zkzlak
2
Yi=1hjk
CRT] r J2
2 k=10

Contribucién relativa a la traza del elemento (columna) j, y muestra la parte de la

variabilidad total explicada por la variable.

Contribucién relativa del elemento (columna) j al factor I, y muestra la parte de la

variabilidad del factor explicada por la variable.

42




Los métodos Biplot

Contribucién del factor [ al elemento (columna) j, y muestra la parte de la variabilidad

de cada uno de las variables explicada por el factor.

T15.3 INTERPRETACIONES DE LAS CONTRIBUCIONES RELATIVAS DEL
FACTOR AL ELEMENTO

15.3.1 Analogia con el andlisis de correspondencias

Si consideramos que todos los puntos tienen masa unidad, la inercia de una variable
con respecto al centro de gravedad, es la masa por la distancia al cuadrado, que como
la masa es 1, coincide aqui con la distancia al cuadrado.

Si los datos estdan centrados, el origen coincide con el centro de gravedad, y la

distancia del punto que representa a una variable al origen es

:
d*(h;,G)= Y hy
k=1

es claro, entonces, que la contribucién (absoluta) del k-ésimo factor a la variable j-

2
ésima viene medida por h ko luego la contribucién relativa del factor k-ésimo a la

inercia de la variable j-ésima puede calcularse como

I
CRFE; = ——
2
i

Cuando los pesos son todos iguales a 1 y el origen es el centro de gravedad, los
conceptos de varianza e inercia coinciden y se puede expresar la contribucién relativa
como correlacién al cuadrado entre la variable y el eje, interpretdindose de manera

similar a las saturaciones en el Andlisis Factorial.
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15.3.2 Correlacion al cuadrado entre las variables originales y los ejes

Supongamos que queremos calcular la correlacién entre la columna x5 de X y la

columna jx de J, es decir, la correlacién entre la variable j-ésima y el eje k-ésimo.

Suponiendo que ambas estdn centradas, lo que ocurre en la practica habitual con

representaciones biplot,

Podemos escribir,

Al

con V Jj laj-ésima filade V.

Entonces
1 1 i
k= T=5==V; DU u/y 4 =
kT h, O JH
luego,
h h’
e LA L
rjk = h’ h == = CRFkE

J Zhjzk

15.3.3 Suma de cuadrados explicada en la aproximacion a bajo rango

La suma de cuadrados de los elementos de una matriz X, puede descomponerse en la

suma de cuadrados de los elementos de la aproximacién en rango X mds la suma de
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cuadrados de los residuales, X — X, es decir

r(X’X) = tr(X{y X)) + (X = X)) (X = X(5)))
o, en téminos de valores singulares

r S r
2 2 2
20 = 2o+ Yoy
k=1 k=1 k=s+1

La bondad del ajuste se podia escribir como

jError!'Marcador no definido.

Con un razonamiento similar es posible separar la suma de cuadrados de los
elementos de cada fila y cada columna de X por separado. La contribucién relativa del
factor al elemento se calcula como la suma de cuadrados de los elementos de la fila o
la columna en la aproximacién a bajo rango, entre la suma de cuadrados de los

elementos de la misma fila o columna en la matriz de datos originales.

15.3.4 Coeficiente de determinacion en biplots de regresion (interpretacion en los
biplots de Gabriel)

Para cualquier descomposicién biplot en la forma original de Gabriel, como
X=APB
Si consideramos fijas las coordenadas para las filas A, las coordenadas para las

columnas pueden calcularse mediante regresiones en la forma

B =(A’A) 'AX

De la misma manera, si fijamos las coordenadas en B, las coordenadas en

A pueden calcularse como

A’ =(BB) 'B’X’
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Las contribuciones relativas del factor al elemento son los coeficientes de
determinacién de las regresiones separadas para cada fila o cada columna, es decir, la
bondad del ajuste de las predicciones de los valores originales de las variables en las

proyecciones sobre los vectores que las representan en la aproximacién biplot.

T5.4 CALIDAD DE REPRESENTACION

Para los individuos es mds ttil la interpretaciéon en términos de calidad de
representacién, que puede interpretarse como la parte de la informacién de un
elemento, recogida por los ejes, planos, etc... Es ttil la determinacién de la calidad de
la representacién para cada individuo o cada variable ya que, el hecho de que se
obtenga una bondad de ajuste elevada para el conjunto de todos los puntos, no

implica que la bondad de ajuste sea buena para todos y cada uno de los mismos.

El coseno al cuadrado del d&ngulo que forman el vector que representa al elemento y el

eje, se puede tomar como medida de la relacién entre la variable y el eje.

P cje k
G proy(i, k) ]

cos 2(0) = |IG, proy(i, Kl / IIG, il

A esta medida la denominaremos CALIDAD DE LA REPRESENTACION del punto i

sobre el eje factorial k, siguiendo una terminologia similar a la que utiliza BENZECRI

(1973) para conceptos similares. (CLR;;. ).

Esta cantidad puede calcularse también a partir del producto escalar entre el vector i

y un vector cualquiera en la direccién del eje.
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Denotamos con j( i) = ( jil yeees jir), al vector correspondiente al punto i en el

espacio multidimensional, y con e, la direccién unitaria en el eje

Giner)? .2
CLRik=COSZ(9ik)=(., .(l))f ) >
. . e.e )
UGHOMSITIZN 2

k=1

es decir, la calidad de la representacién coincide con la contribucién relativa del factor

al elemento.

La calidad de la representacién es una medida relativa, ya que la suma de las

calidades de la representacién de cada elemento sobre todos los ejes factoriales es 1.

eje 3

7\ eje 1

2 2 2
COS o 4+ COS 0o+ COS oc3=1
eje 2 2 2 2
COS o0 =CO0S « 1+cos %o

La calidad de la representacion con respecto a un plano se mide de la misma manera,
es decir, como el coseno al cuadrado del dngulo que forman el vector y el plano. Este
coseno al cuadrado es la suma de los cosenos al cuadrado de los dngulos con los ejes

que forman el plano.
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cos2 (oqg) = cos? (o) + cos2 (o)

Por tanto, la calidad de la representacién del elemento es una medida aditiva que
puede calcularse para la proyeccién en cualquier plano factorial, sin mas que sumar

las calidades de representacién con respecto a los ejes factoriales que lo forman.

Esta contribucién nos permitird saber cuales son las variables mds directamente
relacionadas con cada eje y, por tanto, nos permite conocer las variables responsables

de la colocacién de los individuos sobre las proyecciones en cada uno de los ejes.

Como los ejes se construyen para que sean independientes, la contribucién de cada
uno de ellos a cada variable es independiente, por tanto, es posible calcular la
contribucién de un plano sin mds que sumar las contribuciones de los ejes que lo

forman.
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